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Ejercicio 5. Obtener los autovectores de la matriz helicidad del fotón
(hfotón).

La matriz helicidad del fotón es:

                                 
0                - icosq                isenq·senf       

                                        icosq                  0                - isenq·cosf

                           - isenq·senf      isenq·cosf              0

Llamamos:

A = icosq              B = isenq·senf              C = isenq·cosf

0                - A               B       

                                                     A                  0             - C

                                          - B                 C               0

Calculamos los autovalores:

                                             - l               - A               B       

                                               A                - l            - C     = 0

                                            - B                 C              - l       
  



                   - l      - C                 A       - C                A      - l
            - l                        +  A                     +   B                     = 0
                    C        - l               - B      - l              - B       C

- l(l2 + C2) + A(- lA – BC) + B(AC – lB) = 0

- l3 – lC2 – lA2 – ABC + BAC – lB2 = 0

- l3 – l(A2 + B2 + C2 ) = 0

Como:

 A2 + B2 + C2 = - (cosq)2 – (senq·senf)2 – (senq·cosf)2 = - 1

- l3 + l= 0

Loa autovalores son l = 1, 0, -1.

         Calculamos el autovector correspondiente a l = 1:

                                            - 1               - A               B      v1                    0

                                              A                - 1            - C      v2      =    0

                                            - B                 C             - 1      v3            0
  

                                            - v1 – Av2 + Bv3 = 0

                                              Av1 – v2 – Cv3 = 0

                                                    - Bv1 + Cv2 – v3 = 0
  

Operamos:

                                            v1 = - Av2 + Bv3   (primera ecuación)



                              A(- Av2 + Bv3) – v2 – Cv3 = 0   (segunda ecuación)

v2         AB - C      icosq·isenq·senf – isenq·cosf        - cosq·senf – icosf      cosq·senf + icosf
     =                 =                                                    =                                   =                                
v3         1 + A2                           1   - (cosq)2                                      senq                          - senq

                                             AB – C                  - A2B + AC + B + A2B 
                               v1 = - A              v3  + Bv3 =                                      v3

                                             1 + A2                            1 + A2

v1        AC + B      icosq·isenq·cosf + isenq·senf        - cosq·cosf + isenf      cosq·cosf - isenf
     =                 =                                                    =                                   =                                
v3         1 + A2                           1   - (cosq)2                                     senq                          - senq

Luego:

                                      cosq·cosf – isenf

                         e1 =  a   cosq·senf + icosf                       (en la base {ex, ey, ez})
                              
                                              - senq

Normalizando:

e1
†·e1 = 2a2 

Eligiendo a = 1/√2: 

                                                              cosq·cosf – isenf 
                                          ^
                                          e1 = 1√2 ·     cosq·senf + icosf          (normalizado)
                                                                  
                                                                     - senq

 



                                                                         ^
Vamos a comprobar que e1 es autovector con l = 1:

         
               0              - icosq            isenq·senf          cosq·cosf – isenf

     1√2 ·        icosq               0              - isenq·cosf        cosq·senf + icosf    =

                     - isenq·senf    isenq·cosf           0                         - senq

                        - i(cosq)2·senf + cosq·cosf - i(senq)2·senf

1√2 ·                           i(cosq)2·cosf + cosq·senf + i(senq)2·cosf                                      =

   - isenq·cosq·senf·cosf – senq·(senf)2 + isenq·cosq·cosf·senf - senq·(cosf)2

                                                   cosq·cosf – isenf

                                          =   1√2 ·    cosq·senf + icosf  

                                                                    - senq

                                        ^
Se demuestra que e1 es el autovector con l = 1. 

Calculamos ahora el autovector correspondiente a l = 0:

                                              0               - A               B      v1                    0

                                              A                  0            - C      v2      =    0

                                            - B                 C               0      v3            0
  

                                                 – Av2 + Bv3 = 0

                                                    Av1 – Cv3 = 0

                                                          - Bv1 + Cv2 = 0



  

Operamos:

                                                    Av2 = Bv3    (primera ecuación)

                                                    Av1 = Cv3    (segunda ecuación)

                                    v2          B         isenq·senf          senq·senf
                                         =            =                        =                     
                                    v3          A                    icosq                     cosq                         

                        v1          C         isenq·cosf          senq·cosf
                                         =            =                        =                     
                                    v3          A                    icosq                     cosq                         

Luego:

                                                     senq·cosf 

                                       e0 =  a    senq·senf                  (en la base {ex, ey, ez})
                              
                                                         cosq

Normalizando:

e0
†·e0 = a2 

Eligiendo a = 1: 

                                                               senq·cosf 
                                                  ^
                                                 e0  =       senq·senf                (normalizado)
                                                                  
                                                                   cosq



                                                                ^
Vamos a comprobar que el vector e0 es autovector con l = 0:

         
               0              - icosq            isenq·senf          senq·cosf 

                     icosq               0              - isenq·cosf        senq·senf      =

                     - isenq·senf    isenq·cosf           0                     cosq

                 - icosq·senq·senf + isenq·cosq·senf                         senq·cosf

                           icosq·senq·cosf - isenq·cosq·cosf              =    0     senq·senf  

                - i(senq)2·senf·cosf + i(senq)2·cosf·senf                      cosq

         
                                        ^

Se demuestra que e0 es el autovector con l = 0. 

Calculamos, por último, el autovector correspondiente a l = -1:

                                              1               - A               B      v1                    0

                                              A                  1            - C      v2      =    0

                                            - B                 C               1      v3            0
  

                                              v1 – Av2 + Bv3 = 0

                                              Av1 + v2 – Cv3 = 0

                                                    - Bv1 + Cv2 + v3 = 0
  

Operamos:

                                            v1 =  Av2 - Bv3              (primera ecuación)

                              A(Av2 - Bv3) + v2 – Cv3 = 0         (segunda ecuación)



v2         AB + C      icosq·isenq·senf + isenq·cosf        - cosq·senf + icosf      cosq·senf - icosf
     =                 =                                                    =                                   =                                
v3         1 + A2                           1   - (cosq)2                                      senq                          - senq

                                             AB + C                    A2B + AC - B - A2B 
                               v1 =  A                v3  - Bv3 =                                      v3

                                             1 + A2                            1 + A2

v1        AC - B      icosq·isenq·cosf - isenq·senf        - cosq·cosf - isenf      cosq·cosf + isenf
     =                 =                                                    =                                   =                                
v3         1 + A2                           1   - (cosq)2                                     senq                          - senq

Luego:

                                      cosq·cosf + isenf

                        e-1 =  a   cosq·senf - icosf                       (en la base {ex, ey, ez})
                              
                                              - senq

Normalizando:

e-1
†·e-1 = 2a2 

Eligiendo a = 1/√2: 

                                                              cosq·cosf + isenf 
                                         ^
                                         e-1 = 1√2 ·     cosq·senf - icosf          (normalizado)
                                                                  
                                                                     - senq

 
                                                                         ^

Vamos a comprobar que e-1 es autovector con l = -1:



         
               0              - icosq            isenq·senf          cosq·cosf + isenf

     1√2 ·        icosq               0              - isenq·cosf        cosq·senf - icosf      =

                     - isenq·senf    isenq·cosf           0                         - senq

                        - i(cosq)2·senf - cosq·cosf - i(senq)2·senf

1√2 ·                           i(cosq)2·cosf - cosq·senf + i(senq)2·cosf                                        =

   - isenq·cosq·senf·cosf + senq·(senf)2 + isenq·cosq·cosf·senf + senq·(cosf)2

                                                    cosq·cosf + isenf

                                        =   - 1√2 ·     cosq·senf - icosf  

                                                                     - senq

                                        ^
Se demuestra que e-1 es el autovector con l = -1. 


